VERALLGEMEINERUNG DER WIDERSTANDSGESETZE VON PRANDTL UND BLASIUS FÜR NICHTAUSGEBlLDETE TURBULENTE ROHRSTRÖMUNGEN by Litvai, Elemér
VERALLGEMEINERUNG DER WIDERSTANDSGESETZE 
VON PRANDTL UND BLASIUS 




Lehrstuhl für Strömungslehre, Technische Universität, 
Budapest 
(Eingegangen am 28. ::\lärz 19M) 
Vorgelegt von Prof. Dr. J. GRUBER 
1. Einleitung 
Bekanntlich kann die Gcsch'windigkeitsverteilung turbulenter Grenz-
schichtströmungen - außerhalb der wandnahen laminaren Schicht - durch 
Überlagerung einer universellen logarithmischen Verteilung und einer geeignet 
angenommenen Ergänzungsverteilung hergestellt werden. 
Der allgemeine Charakter der logarithmischen Grundverteilung wurde 
von PRANDTL [6] und KJRIIL.\N [3] für den Fall ausgebildeter Rohrströmung 
und für die ebene Platte, von LUDWIEG und TILLIIIANN [5] hingegen für zwei-
dimensionale Grenzschichten mit Druckgradient nachgewiesen. Durch Annahme 
einer linearen, einparametrigen Ergänzungsverteilung schuf ROTTA [8] die 
Grundlagen der Bereehnungsverfahrel1 yon TRUCKE"BRODT [13]. Dic Ergän-
zungsverteilung wurde dann yon COLES [1] sehr gründlich untersucht, für 
universell und einparametrig befunden und I)law of the wake(, (Gesetz der 
Delle) genannt. Diese Verttihmg läßt sich mit einer tTigonometrischen Funk-
tion annähern (vgI. HINZE [2], S. 507). Über ein BeTechnul1gsverfahren mit 
alleiniger Berücksichtigung des logarithmischen Profils für deh Rohreinlauf 
'wurde von SZABLEWSKI [12] herichtet. 
Dem Verfasser gelang es, die Gültigkeit der logarithmischen und der 
Colesschen Verteilungen auf Gnmd eigener und von SCHULZ und FAsoL [11] 
durchgeführter Messungen im zylindrischen Mischraum von Strahlapparaten 
nachzuweisen [4]. . 
Die vorliegende Arbeit will zeigen, daß bei rotatiollssymmetrischen, 
drallfreien, turbulenten Strömungen in hydraulisch glatten Rohren unter 
Annahme der logarithmischen Grundverteilung und einer beliehigen Zusatz-
verteilung eine dem Prandtlschcn Widerstandsgesetz 
1 ]f1 = 2log(Re 111 ) - 0,8 (1) 
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der Form nach verwandte, jedoch noch allgemeinere Reibungsformel abgeleitet 
werden kann, die den Zahlenwert des geeignet definierten Widerstandskoeffi-
zienten der allgemeinen, nicht ausgebildeten Rohrströmung mit Potenzialkern 
gut 'wiedergibt lmd die die GI. (1) als einen Spezialfall enthält. 
2. Ausgangshedingungen und Grundgleichungen 
Im folgenden soll also die drallfreie, turbulente und volumbeständigt 
Strömung in kreisförmigen, geraden und hydraulisch glatten Rohren betrachter 
werden. Es sei ferner vorausgesetzt, daß die Strömung Grenzschichtcharaktee 
trägt, daß also 
1. die radiale Komponente der Gesch-windigkeit mindestens um eine 
Größenordnung kleiner ist als die axiale und daß sich 
2. der statische Druck in radialer Richttmg nur vernachlässigbar gering-
fiigig ändert. 
Ist r die Ordinate in radialer Richtung, u die Axialkomponente der 
Strömungsgeschwindigkeit (der zeitliche Mittelwert der turbulenten Strömung) 
und R der Rohrhalbmesser, ergibt sich anhand der durch die Gleichung 
R 
v3 = - urdr 2 f R2 (2) 
o 
definierten mittleren Geschwindigkeit v3 und mit den Bezeichnungen 
die Gleichung 
1 f Ut)dt) = +. (3 ; 
die die Kontinuitätsbedingung ausdrückt. 
Bezeichnet ferner x die Abszisse in axialer Richtung, p den statischen 
Druck und 7:R die Wandschubspannung, nimmt die Impulsgleichung di e 
Form (vgl. [10]): 
R 
- u- rdr = - ~ -- -- + - r: R 8 f ~ 1 R2 8p R 
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Für ausgebildete Strömungen, für denen die linke Seite der GI. (4) ver-




definierte Widerstandskoeffizient J.p verwendet, woraus 
T R = 




folgt. GI. (5) kann für den Fall nichtausg~hi1deter Strömungen verallgemeinert 
werden, indem man an Stelle von I.p den örtlichen Widerstandskoeffizienten 
}-
Q .) 1'-2 '3 
(6) 
einführt. Im folgenden wird der durch GI. (6) definierte Widerstandskoeffizient 
untersucht, der sich ebenso wie die Wandschubspannung in axialer Richtung 
ändern kann. 
3. Annahme der Geschwindigkeitsverteilung 
Auf Grund der in der Einleitung erwähnten Arbeiten läßt sich die 
Geschwindigkeitsverteilung in einem Querschnitt in der Form 
u (r) = Up (r) + llC (r) (7) 
(lurch Superposition herstellen, wobei IIp(r) die durch die Gleichung 
Up . 1 1 IR-r 1!ITRlj' r-c--==- = - n --- I -- T C V i TgRI % ,v g (8) 
beschriebene Grundverteilung und llc(r) eine hier zunächst nicht näher defi-
nierte~Verteilung bedeutet. In GI. (8) ist in axialer Richtung nur TR verä:1der-
lich, die Form von uc(r) hingegen kann sich von Querschnitt zu Querschnitt 
beliebig ändern. An dieser Stelle soll von llc(r) nur gefordert werden, daß es 
die Bedingungen 
llC (R - .s) = 0, (9 
(8:rc L=R-e = 0 (10) 
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erfüllt, 'wobei 8 einen Abstand bezeichnet, der größer ist als die laminare 
Wandschichtdicke. Mit den neuen Bezeichnungen 
llpjV3 = P; uc!v3 == C; 2Rvs/'v = Re, 
1/% Va = a; (%c - In Vs - In 2)/% VB = i5 (11) 
und mit der GI. (6) folgt aus (7) 
U (I]) = P (1J) + C (li) (12) 
und aus GI. (8) 
P (17) = V]J.f. {aln [(1 (13) 
Soll das Prinzip der Superposition nach COLES [1] auch auf die Rück-
strömgebiete angewendet werden, die 1m Mischraum von Strahlapparaten 





I Cf'!) I I 0 , 
j rr'l) f 'I 0 m t '1 
--
Abb. 1 
neben der Wand auftreten, ist es wegen des Vorzeichenwechsels von TR und 
I. erforderlich, sich statt der GI. (12) der Gleichung 
U (I)) = - P (1) + C (lJ) (14) 
zu hedienen, und zwar in jenen Querschnitten, in denen eine Riickströmung 
auftritt. Allerdings ist darauf zu achten, daß der Grenzschichtcharakter 
der Strömung nächst den Stellen der Ahlösung und des Wiederanliegens, 
die die Rückströmgehiete begrenzen, nicht mehr yorhanden ist, so daß dort 
die Annahmen (7) und (8) ungültig werden. 
Wird um die Rohrachse der Verallgemeinernng halher noch eine Poten-
tialströmung mit dem Halhmesser mR, also ein Potentialkern vorausgesetzt, 
ist die Verteilung (12) naturgemäß nur im Bereich m < 17 < 1 gültig, während 
im Potentialkern mit dem Wert 
U (m) = VJ.:{ a In [(1 m) Re Y/J] -1- i5} C (m) (15) 
gerechnet werden muß, der von 17 unabhängig ist. 
Abb. 1 gibt eine gute Übersicht über die Eigenschaften der angenomme-
nen Geschwindigkeitsverteilung. 
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4. Das universelle Widerstandsgesetz 
Die durch die Gleichungen (12), (13) bzw. (14) und (15) beschriebene 
Geschwindigkeitsverteilung muß die Kontinuitätsgleichung (3) befriedigen. 
Beschränkt man sich zunächst auf die positiven Werte des Widerstandskoeffi-
zienten, dann gilt 
1 J 1 J UYJ dYJ = a y;: J 17 In (1 - 17) dl] y;: [aln (Re lfI) + b] . J YJd;j + 
o m m 
+ VI {aln [(1 - m)Re VI] + o} . fYJd YJ 1 JC(fj).fjdlJ. 
o o 
Durch Integration, und nach Einführung der Bezeichnung 
1 J C (l]) .1] dYJ = D (16) 
o 
ergibt sich für die Kontinuitätsgleichung nach kurzer Zwischenrechnung 
die Formel 
VI {a In (Re VI) + a . [ln (1 - m) 
die sogleich in die Form 
1 - ')D lr-







m2 () 3 
-;- a 
2 2 
umgeordnet werden kann. Mit den Zahlenwerten c = 5,6 und % = 0,4075, 
die nach den Untersuchungen von Ross [7] den Versuchsergebnisscn besser 
entsprechen, als die in GI. (8) his her verwendeten, erhält man aus GI. (11) 
die Konstanten a = 0,866 und b = 0,47. Geht man noch auf die Briggsschen 
Logarithmen über, hat man 
1 2 D ') 1 (R Ir") 
-lr-;;---- = '" og e .1. 
. I. 
210g (1 - m) + 0,866 (m m 2 ) - -0,83. 
" .:. 
(18) 
Wird dieses Ergehnis auf Strömungen angewendet, die sich durch die 
logarithmische Verteilung allein beschreiben lassen (D = 0) und die keinen 
Potentialkern haben (m = 0), erhält man 
1 
= 210g (Re Jf }.p) 0,83, (19) 
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d. h. abgesehen von dem Unterschied in den Konstanten (0,83 bzw. 0,80), 
der sich mit der Streuung der Meßergebnisse erklären läßt, das Prandtlsche 
Widerstandsgesetz ([9], S. 477). 
Die Gleichung (18) ist also die verallgemeinerte Form des Prandtlschen 
Widerstandsgesetzes für den Fall kreisförmiger, hydraulisch glatter Rohre, 
wenn sich auf die logarithmische Geschwindigkeitsverteilung eine die Bedin-
gung der Rotationssymmetrie und die Bedingungen (9) und (10) befriedigende, 
sonst aber heliebige Geschwindigkeitsverteilung superponiert und wcnn ein 




Mit bekanntem Verlauf von D(x) und m(x) kann so der Verlauf von ;.(x) 
III axialer Richtung bestimmt werden. 
Sehr lehrreich ist auch die graphische Darstellung der Formel (18). 
Mit der Umgestaltung 
~2_) _ 0,83 = 210g (em+m2/2-o,96) 
sowie mit den Bezeichnungen 
(1 - m) e m -'-m 2j2-0,96 = F, 
FRe j0. = z 
und 
geht GI. (18) in die Form 





über, das neue W-iderstandsgesetz kann also in der Ehene z, t mit einer einzigen 
Kurve dargestellt werden (Abb. 2). Solcherart kann ;. sowohl iterativen als 
auch auf graphischem Wege ermittelt werden. 
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Selbstverständlich kann auch der Fall der ausgebildeten Strömung 
rechnerisch bestimmt werden, wobei die durch die Substitution 
D = 0; m = 0 
gewonnenen Koordinaten 
zu benutzen sind. 
Zp = e-O,96. Re V;: = 0,384· Re Ir;: 
1 




Die Funktion (23) hat die auffallende Eigenschaft, im Bereich 0 < Z 1 
bezüglich z mehrwertig zu sein. Da sich dies physikalisch nicht erklären läßt, 
muß es als Hinweis darauf betrachtet werden, daß GI. (23) nur über einem 
ge-wissen Zmin-Wert den tatsächlichen Verhältnissen entsprechende t-Werte 
liefert. Bei ausgebildeter Strömung kann diese Gültigkeitsgrenze durch die 
kritische Reynoldssche Zahl Re 2320 bestimmt werden, woraus auf Grund 
von (24) bzw. (25) folgt, daß tpmin = 445 bzw. ZPmin = 195. Ist Zp < ZPmim 
dann ist GI. (19) ungültig, da die Strömung im Rohr laminar ist und die 
Geschwindigkeitsverteilung von der logarithmischen --wesentlich--abweicht. 
Bei nichtausgebildeter Strömung verursacht die Bestimmung dieses Grenz-
wertes schon etwas größere Schwierigkeiten, weil die kritische Reynoldssche 
Zahl nicht bekannt ist. Annähernd kann vorausgesetzt werden, daß die Strö-
mung bei m = 0, D =1= 0 turbulent bleibt, solange die der Verteilung P( TJ) 
allein entsprechende Reynoldssche Zahl Rep die Bedingung Rep > 2320 
befriedigt. Da die aus der Verteilung C( TJ) berechenbare mittlere Geschwindig-
keit gemäß (16) dem D proportional ist, folgt aus GI. (16), daß 
1 
4Rv J~ 2 D Re = Rec = -v-L C (TJ)?] d?] (26) 
Schreibt man die Reynoldssche Zahl Re der Rohrströmung nach obigem in 
der Form 
Re = Rep -+- Rec 
folgt aus (26), daß 
Re p = Re (1 - 2 D) . (27) 
Da die GI. (25) auch in der Form 
1 
tp = - e-O,96 Re p 2 
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geschrieben werden kann, erhellt bei einem Vergleich der GIn. (20) und (22) 
und unter Berücksichtigung der GI. (27) sofort, daß t = tp, tmin = tpmin; 
bei m = 0, D =1= ° ergibt sich also für die GI. (23) dieselbe Gültigkeitsgrenze 
wie bei der ausgebildeten Rohrströmung. 
Der Fall m 0, D = ° gibt, wie leicht einzusehen ist, eine kleinere 
Gültigkeitsgrenze. Im Potentialkern ist nämlich die Geschwindigkeit kleiner, 
als jene, die sich aus dem logarithmischen Profil ergeben würde, weshalb 
Re< Rep. 
Der Gültigkeitsbereich des universellen \Viderstandsgesetzes kann also 























natürlich einem Kleinstwert des Widerstandskoeffizientl;n I'mi'" der, wie aus 
obigem folgt, aus GI. (24) durch die Substitution Zpmin 195 ben'ehnet -werden 
kann. Die resultierende Formel 
;'l11in = l' 507 ( 
Re ; 
(28) 
die in Abb . .3 graphisch dargestellt ist, zeigt, daß bei genügend großen Reynolds-
schen Zahlen der Ungültigkeitsbereich vernachlässighar klein wird. 
Die GI. (23) hat eine weitere erwähnenswerte Eigenschaft: sie ist aus 
mathematischen Gründen nur für positive Werte von Z und solche von I. 
anwendhaI'. Ist aber D genügend groß, kann t gemäß GI. (22) auch negative 
Werte annehmen; das bedeutet offenbar eine der Ahb.lb entsprechende 
Rückströmung und einen negativen örtlichen Widerstandskoeffizienten. L m 
die GI. (18) auch auf diesen Fall auszudehnen, kann die Funktion t = z log z 
für den Fall negativer Werte von t vereinbarungsgemäß z.B. auf den Anfangs-
punkt projiziert werden. Außerdem lassen sich den negativen Werten von t 
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negative Werte von ? zuordnen. Dieses Verfahren entspricht etwa einer Spiege-
lung der Funktion U(Ji) auf die Achse Ji in Abb. ib. 
N ach einem ähnlichen, hier nicht wiedergegebenen Gedankengang 
erhält man dieselbe Werte von ZPmin, tpmin und I.min auch für den Fall t< 0, 
jedoch mit negativem Vorzeichen. In der Umgebung der Stellen der Ablösung 
und des Wiederanliegens ist also GI. (18) im Bereich - ?min<? < ?'min 
ungültig. Es ist natürlich eine andere Frage, ob der Gültigkeitsbereich, der 
sich wegen des vom Grenzschichtcharakter abweichenden Verhaltens der 
Strömung in der Nähe solcher Stellen ergibt, kleiner oder größer als der durch 
GI. (28) erhaltene genommen werden muß. Die Versuche des Verfassers [4] 
gaben auf diese Frage wegen ihrer kleinen Zahl keine endgültige Antwort. 
5. Näherungsformeln 
Die numerische Behandlung der Gleichung (18) ist et'was sch'wierig, 
ebenso wie die der GI. (19), die durch die Blasiussche Formel 
?p =-: 0,316 (29) 
angenähert wird. Da das universelle und das Prandtlsschc Widerstands gesetz 
an der Ebene z, t durch ein und dieselbe Kurve beschrieben wird, besteht die 
Möglichkeit, eine der Blasiusschen Formel ähnliche Annäherung der GI. (18) 
abzuleiten. Durch Substitution der GI. (29) in GI. (24) und durch 'wiederholte 
Benutzung des aus GI. (25) sich ergebenden Ausdrucks 
Re = --'----
0,192 
hat man mit 
t p = 1,093 Z~7 (30) 
die in die Ebene z, t transformierte Form des Blasiusschen Gesetzes. Aus 
Abb. 4 ist ersichtlich, daß die Annäherung bis zu einem Zp = 5000, welches 
gemäß GIn. (23) und (25) dem Werte Re = 105 entspricht, sehr gut ist. Wendet 
man die Annäherung 
t = 1,093 z'J7 
auch auf den allgemeinen Fall an, so erhält man mit den GIn. (21) und (22) 
das verallgemeinerte Blasiussche Gesetz 
4 ___ _ 
J. = 0,248 .1/ (1 - 2 Df 
;!Re' F (31) 
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Die numerische Analyse des Ausdrucks 
zeigt, daß für 0 < m 0,5 mit einem Fehler von 1,5% der Zahlenwert 
·1 
]IF "-./ 0,788 





an"wendbar ist. Dadurch hat man statt der GI. (31) die noch einfachere Formel 
i. = 0,316 (1 - 2 D)'/I , 
die bei m 0,5 und :; < 5000 eine gute Näherung bedeutet. 
6. Schlußfolgerungen 
Es ist sehr bemerkenswert, daß die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit 
bei beliebiger Zusatzverteilung uc(r) gültig sind. Das bedeutet aber, daß die 
A . nwendung eine genauere Angabe von C( 17) erfordert. 
Der Ansatz C( lj) = 0 ermöglicht die Ausarbeitung einer von der Szab-
lewskischen Lösung [12] etwas abweichenden, einfacheren Methode zur Berech-
nung des turbulenten Rohreinlaufproblems. 
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Wird uc(r) durch das Colessche Gesetz der Delle ersetzt, was nach den 
Untersuchungen des Verfassers [4] die Einführung mehrerer von x abhängiger 
Profilparameter erfordert, kann das allgemeine Problem der nichtausgebildeten 
turbulenten Rohrströmungen auf die Untersuchung dieser Parameter zurück-
geführt werden. GI. (18) stellt in diesem Falle eine jener funktionellen Zusam-
menhänge dar, die zwischen den Profilparametern bestehen. 
Diese Fragen führen aber über den Rahmen dieser Arbeit hinaus. 
Die vorliegenden Untersuchungen wurden in Rahmen eines Auftrags 
des Chemischen Projektierungsbüros, Budapest, im Institut für Strömungs-
lehre an der Technischen Universität, Budapest, ausgeführt. Verfasser dankt 
auch an dieser Stelle Herrn Professor Dr. J. Gruber für die ·wertvollen Rat-
schläge und für seine Kritik. 
7. Zusammenfassung 
Die Arbeit beweist. daß bei rotationssvmmetrischen. drallfreien. turbulenten Strömun-
gen in hydraulisch glatte~ Rohren unter Amiahme der log~rithmische~ Geschwindigkeitsver-
teilung als Grundverteilung und einer auf diese superponierten beliebigen Zusatzverteilung 
eine dem Prandtlschen Widerstandsgesetz der Form nach verwandte jedoch noch allgemeinere 
Formel abgeleitet werden kann, die den Zahlenwert des geeignet definierten Widerstandskoef-
fizienten der allgemeinen, nicht ausgebildeten Rohrströmung mit Po tentialkern gut wiedergibt 
und die die Prandtlsche Formel als einen Spezialfall enthält. Es wird der Gültigkeitsbereich 
der neuen Formel dükutiert und eine Näherungsformel angegeben. die dem Blasiusschen Wider-
standsgesetz entspricht. Als konkrcte Zusatzverteilung wird das Colessche )Gesetz der Delle({ 
vorgeschlagen. 
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